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Аннотация
рассматриваются численно устойчивые алгоритмы линейно-квадратичного регулятора (lqr) в структуре управления 
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Abstract

robust algorithms for linear-quadratic regulator (lqr) within the structure of receding horizon control are considered based 
on scalarized square-root implementations.
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ВВедение

В основе решения lqg-задачи управления, т.е. задачи 
с линейными моделями систем, с оптими зацией по ква-
дратическому критерию и с гаус совыми возмущениями, 
лежит решение двух мат ричных нелинейных рекуррент-
ных уравнений рик кати (recurrent riccati equation, rre), 
двойствен ных друг другу [1]. прямое rre включено в 
синтез оптимального lqg-оценивателя (kalman Filter, kF), 
а обратное rre — в решение задачи lqr (linear-quadratic 
regulator). kF и lqr синтезиру ются независимо друг от 
друга (теорема разделе ния), и последний включается ка-
скадно с первым, замыкая таким образом обратную связь 
(компен сатор). регулятор в законе lqg-управления иден-
тичен регулятору в законе детерминистского lq (linear-
quadratic) управления (принцип эквива лентности).

любая литература по теории lqg-управления содержит 
эти хорошо известные факты, но не в каждой представле-
ны вычислительные аспек ты матричных уравнений рикка-
ти. В этом вопро се обычно ограничиваются ссылками на 
функ ции care или dare системы mATlAB 1 (например, [2, 
3]), имея таким образом в виду алгебраические уравнения 
Риккати (Algebraic riccati equations, Are) [4]: дифферен-
циальное (care, continuous Are) либо разностное (dare, 
discrete Are). реше ние Are актуально для синтеза стаби-
лизирующей обратной связи системы. Для систем дискрет-
ного времени решение DAre является установившим ся 
(предельным) решением rre при стремлении к бесконеч-
ности глубины прогнозирования потерь (Infinite horizon 
control, Ihc) [5]. обобщенная тео рия риккати применяется 
в задачах робастного управления [6].

В учебной литературе лишь иногда присутствуют не 
только запись или вывод rre, но также некоторый обзор 
методов численного реше ния Are. отметим в этой связи 
[7], где говорится (с. 389), что (по данным на 1986 год) 
«количе ство опубликованных работ, посвященных реше-
нию и свойствам уравнения риккати, может, по-видимому, 
составить целую книгу», упоминается итеративный метод 
и несколько подробнее демон стрируются рекуррентный 
(прямой) метод реше ния и метод собственных значений 
и собственных векторов.

однако основной источник сведений по урав нениям 
риккати — обширная научная литература [8]. большое 
внимание, уделяемое Are, вызвано тем, что метод прямых 
итераций rre оказывается неприемлем, прежде всего, из-
за низкой скорости сходимости к установившемуся режи-
му итераций.

число оригинальных российских разработок в области 
Are сравнительно невелико [9]. Вычис лительные мето-
ды решения Are разрабатываются за рубежом широким 
фронтом в течение многих лет. Среди множества зару-
бежных публикаций отметим лишь некоторые, например, 
[10, 11, 12] — для решения задач lqr и [13, 14, 15] — для 
задач lqg-оценивания. На базе этих методов построены 
решатели уравнений риккати в матема тических паке-
тах Maple [16], Mathematica [17], mATlAB [18, 19, 20], в 
компьютерных библиотеках BlAS (level I-III), eISpAck и 
lINpAck, а также в их преемнике lApAck [21, 22] на языке 

1 mATlAB является зарегистрированной торговой мар кой ком-
пании The mathworks, Inc., mA.

ForTrAN, но есть и на языке python [23]. число публика-
ций по решателям Are продолжает расти [24, 25, 26].

Использование существующих методов, пакетов и би-
блиотек рассчитано, в основном, на режим «offline». Для 
систем реального времени (в режиме «online») многие из 
этих эффективных методов оказываются слишком время-
затратными. кроме того, в ряде случаев решение DAre не 
требуется. к этой категории относятся системы управле-
ния со скользящей глубиной прогнозирования потерь (с 
«уходящим горизонтом управления» — receding horizon 
control, rhc), предиктивное управление и адаптивное 
управление, оба основанные на rhc [1, 27].

подход, принятый в данной работе, рассчитан именно 
на системы с rhc. он заключается в прямом переносе вы-
числительных методов оценивания [13, 14, 15], недавний 
обзор которых содержится в [28], на задачи управления 
с rhc, где требуется решать не Are, a rre. Двойственные 
аналоги этих методов для задач управления могут соста-
вить продуктивный подход и заслуживают детального 
исследования, дополняя таким образом имеющиеся зару-
бежные работы этого плана [22].

Цель данной статьи — подвести данный под ход к ста-
дии детального сравнительного анализа и практической 
реализации численно устойчивых версий прямых итера-
ций риккати для lqr.

1 Задача LQG-упраВления

Исходная модель системы принадлежит клас су линей-
ных стохастических систем и включает: n-мерное стоха-
стическое рекуррентное уравнение состояния 

  
(1)

и m-мерное уравнение измерений

  (2)

в которых {w(t0 ), w(t1), …} и {v(t1 ), v(t2), …} пред-
ставляют собой две независимые последова тельности не-
зависимых нормально распределен ных случайных векторов 

возмущений w и погрешностей v, каждая с нулевым сред-

ним значением, имеющие, соответственно, размерности q и 

m, обладающие в каждый момент времени ti ковариациями 

Q(ti ) ≥ 0 и R(ti ) > 0, независимые от случайного нормаль-

но распределенного начального состояния x(t0) со средним 

значени ем x0 и ковариацией P0.

управляющее воздействие  пред-

полагается отыскивать как ряд {u(t0), u(t1),..., u(tN)} 
r-мерных векторов u(ti), вводимых в объект (1) с целью 
минимизировать среднеквадратический функционал ка-
чества (ожидаемую величину потерь с глубиной прогно-

зирования N),

  (3)
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(8)

В алгоритме (8) пп. (8b)–(8g) действуют циклически 

для i = N, N − 1, …, 1, 0, хотя Π(t0), найденное в п. 

(8g) при i = 0, далее не используется (конец вычисле-
ний).

3 Формальное RRE: неустойчиВость

рассмотрим одну итерацию rre, записанную в фор-
мальных (отвлеченных) обозначениях с про извольной 
матрицей G согласованного размера:

  (9)

где 
Итерации вида (9) повторяются как для kF, так и для 

lqr с операцией  между повторениями. Случай 
kF опускаем из рассмотрения как известный [28]. Для слу-
чая lqr введем следующие соответствия между формаль-
ными и фактическими значениями матриц-параметров:

  (10)

подстановка (10) в (9) дает

  (11)

т. е. обратное rre, которому удовлетворяет мат рица Π(ti ) 
в алгоритме (8) с терминальным условием Π(tN+1 ) = ψf  
в момент i = N начала счета в обращенном времени. учи-
тывая формальные обозначения Kr и Gr в (10), для (9) 
имеем экви валентное представление: 

  (12)

  (13)

Gr = KrA.  (14)

Симметрические матрицы ψ(ti ) ≥ 0, ∑(ti ) > 0, а так-

же ψf ≥ 0 ( f  ≡ final) задают веса (удельные значимости) 
потерь из-за отклонений от нуля состояний и управлений 

на интервале прогнозирования потерь [t0, tN], а также 

финального состояния x(tN+1).
таким образом, задача заключается в определении 

оптимального физически осуществимого закона управле-

ния u* =  , минимизирующего квадратический функ-
ционал (3).

2 оптимальный компенсатор

Теорема 1 [1]. оптимальный закон lqg- управления для 
задачи с критерием (3) разделяется на две части (часть I и 
часть II), соединенные последовательно (II вслед за I) и 
синтезируемые независимо друг от друга:

I. Оптимальный фильтр Калмана (KF).

a. Для i = 0, 1, …, N KF вычисляет экстраполяци-

онные оценки  состояния x(ti+1), получаемые при 

экстраполяции отфильтрованных оценок  от момен-

та ti к моменту ti+1, в виде

  (4)

с , 

и также их ковариации

c  

б. Для i = 1, 2, …, N KF вычисляет отфиль-

трованные оценки , обновляемые по измере ниям 

 с ковариациями R(ti) > 0 ошибок измерений в 
моменты ti , в виде

  (5) 

с коэффициентом усиления фильтра ( f  ≡ filter)

и также ковариации отфильтрованных оценок

II. Оптимальный линейный регулятор (LQR).
Минимальные ожидаемые потери обеспечивает опти-

мальный линейный регулятор  (r ≡ regulator)

  (6)

управляющая функция стохастического lqr 

  (7)
идентична управляющей функции детерминистского lqr, 

причем для матрицы Gr(ti ) в (7) справедлив следующий 
алгоритм:
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оформим вычисления по алгоритму (12), (13), (14) в 
виде процедуры следующим образом:

Сделав для i = N предварительную установку терми-

нального значения  и затем запуская эту процеду-
ру в цикле for i = N downto 0 do так, чтобы входные 
параметры (in) были взяты в согласии с обозначениями 
(10), будем иметь выходные параметры (out) также в со-
гласии с (10).

замечание 1 . В действительности последнее утверж-
дение верно лишь теоретически, т.е. при отсутствии ин-
струментальных погрешностей в вычислениях (в компью-
терной арифметике ве щественных чисел). формула (13) 
содержит в себе реальную опасность потери положитель-
ной определенности матрицы  на стадии вычитания в 
квадратных скобках. Именно это является причиной чис-
ленной неустойчивости этой процедуры ric.

4 дВухстадийная Форма RRE

представим процедуру ric (12), (13), (14) в двухста-
дийной форме, выделяя вычисления:

  (15)

  (16)

Стадия i : 

         Riccati instant update: (12) ⇒(15).

Стадия ii : 

          Riccati temporal update: (16) ⇒(14).
Лемма 1 . Для любых положительно опреде ленных ма-

триц  и C алгоритм (12) ⇒(15) стадии I эквивалентен 
следующему алгоритму (17)

  (17)

в том смысле, что  с любой матрицей , 
когда .

Доказательство. Известно ([13] c. 26–27).                  □

5 скаляриЗация процедуры Riciup

В общем случае C – недиагональная матрица. Найдем 

разложение холесского C = LDLT (без операции ква-

дратного корня) с нижней треугольной матрицей L, име-

ющей единичную диагональ, и D = diag [d1, d2, …, ds],  
∀ dk > 0. обозначим , т. е. YT – решение ниж-

нетреугольной системы LY T = G T. Вместо алгоритма 
(12) ⇒ (15) для стадии I получаем его эквивалент

  (18)
 

запишем Y = [y1| y2|…| ys], где yk — k-й столбец, и 

будем вводить матрицу Y постолбцово в следующих алго-
ритмах 1, 2.

Алгоритм 1 (скаляризованный, прямой).
a. Начальное присваивание. X0:= .
б. Скаляризованный ввод. Для k = 1, 2, …, s выпол-

нять:

  (19)

В. завершающее присваивание.  := Xs

Алгоритм 2 (скаляризованный, инверсный).

a . Начальное присваивание. 

б . Скаляризованный ввод. Для k = 1, 2, ..., s выполнять

  (20)

В. Завершающее присваивание. Ẑ := Zs.

Лемма 2 . Алгоритмы 1 и 2 эквивалентны.

Доказательство. Все Xj и Zj в (19), (20) взаимно ин-

версны в силу леммы 1, и .      □
Теорема 2 (верификация алгоритма 1 для уравнения 

(18)). Алгоритм 1 верен, т. е. может быть применен вме-
сто (18).

Доказательство. по лемме 1 равенство (18) эк-
вивалентно равенству (17) при смене обозначений: 
G → Y, C → D. при этом (17) примет вид:

Алгоритм 2 дает это же значение Ẑ. он эквивалентен ал-
горитму 1 (в силу леммы 2). отсюда, алгоритм 1 дает резуль-

тат  в алгоритме (12) ⇒ (15) (riciup) и в (18).    □
Введем скаляризованную процедуру ricsiup: 

Стадия i:   

                   riccati scalarized instant update:
begin

C = LDLT  ⊙  найти L и D
LY T = G T  ⊙  найти Y
k := 1  ⊙  начать
while k ≤ s do  ⊙  цикл
begin  ⊙  продолжить

  ⊙ строка

 ⊙ скаляр

 ⊙ строка

 ⊙ матрица 

k := k + 1  ⊙ инкремент

end    ⊙ закончить

 :=   ⊙ вывести 

 ⊙ собрать KT

LTKr = K  ⊙ найти Kr
end
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Теорема 3 .  Алгоритм ricsiup эквивалентен алгоритму 
riciup.

Доказательство. В цикле  while  реализован  доказанный 
Алгоритм 1 формирования . Для завершения доказатель-

ства  достаточно подставить C = LDLT в (12) и убедить-

ся, что Kr = L-T K, где K = (D + YT Y)-1YT .   □
замечание 2. В переходе от riciup к ricsiup устране-

на операция обращения матрицы в формуле (12). однако 
источник численной неустойчивости (вычисление матри-
цы  в цикле while) требует модификации.

6 кВадратно-корнеВая модиФикация

применим разложение холесского к симметрическим 

матрицам , , −, V и Vf , для определенности – ниж-
нетреугольное [28]:

  

(21)

модифицированная процедура srricsiup опе рирует с 
квадратными корнями из (21) [29]:

Стадия i : 

square-root riccati scalarized instant update:
begin

C = LDLT ⊙  найти L и D
LY T = G T ⊙  найти Y
k := 1 ⊙  начать

while k ≤ s do ⊙  цикл
begin ⊙  продолжить

 ⊙ столбец

 ⊙ скаляр

 ⊙ скаляр

 ⊙ строка

 ⊙ матрица 

k := k + 1 ⊙ инкремент
end  ⊙ закончить

 ⊙ вывести 

 ⊙ собрать KT

LTKr = K ⊙ найти Kr
end

Соответственно, заменим процедуру rictup на srrictup 
c ортогональными преобразованиями:

Стадия ii :
 

square-root riccati temporal update orthogonalized

  (22)

где T есть одно из ортогональных преобразований (ха-
усхолдера, или гивенса, или грама-шмидта), приводящее 
матрицу в правой части равенства (22) к верхнему треу-
гольному виду [30].

Теорема 4 . Алгоритм srricsiup эквивалентен алгоритму 
ricsiup, и алгоритм srrictup эквивалентен алгоритму 
rictup.

Доказательство. Выбирая из (21) нужную под-
становку для матрицы  в алгоритме ricsiup и 

факторизуя разность , получаем, что

Это влечет квадратное уравнение

, 
из двух решений которого выбираем

как более устойчивое численно и вводим обозна чение 

. Справедливость первого равенства (22) про-
веряется умножением результата его транспонирова-
ния на само себя: результат совпадает с (16).  □

Заключение

В статье представлены главные формулировки для за-
дач lqg-оценивания и lq-регулирования. отталкиваясь от 
ранее решенных вопросов численно устойчивого оцени-
вания, совершен переход к построению численно устой-
чивых алгоритмов оптимального линейного регулятора с 
постоянным и скользящим интервалом прогнозирования 
потерь (receding horizon control). В качестве примера 
приведен аналог алгоритма поттера, который совершает 
прямые численно устойчивые итерации обратного дис-
кретного уравнения риккати.
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